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:WLJPM`PUN 3,+ *VSVYZ MVY
/VY[PJ\S[\YHS 3PNO[PUN
>OLYLHZ O\THU ]PZPVU YLSPLZ VU Ä]L VWZPUZ HZ WOV[VYLJLW[VYZ�
TVZ[ WSHU[Z OH]L H ^PKL ]HYPL[` VM WOV[VWPNTLU[Z [OH[ HYL
YLZWVUZP]L [V VW[PJHS YHKPH[PVU MYVT ���¶��� UT� )L`VUK
WOV[VZ`U[OLZPZ� WSHU[Z YLS` VU [OPZ YHKPH[PVU [V JVU[YVS
WOV[VTVYWOVNLULZPZ� WOV[V[YVWPZT� ZOHKL H]VPKHUJL� HUK IV[O
JPYJHKPHU HUK JPYJHUU\HS YO`[OT LU[YHPUTLU[� 0HU (ZOKV^U� :LUPVY
:JPLU[PZ[ H[ :\U;YHJRLY ;LJOUVSVNPLZ WYVWVZLZ HU 3,+ ¸JVSVY¹
ZWLJPÄJH[PVU [OH[ YLWYLZLU[Z H NP]LU :7+ \ZPUN H ZTHSS U\TILY VM
YHKPHS IHZPZ M\UJ[PVUZ [OH[ WYV]PKLZ H TL[YPJ MVY JVTWHYPUN
IPVSVNPJHSS` ZPTPSHY :7+Z� /L M\Y[OLY PU[YVK\JLZ H [YHPUHISL M\aa`
SVNPJ :7+ JSHZZPÄLY [OH[ JHU JVTWHYL IPVSVNPJHSS` ZPTPSHY :7+Z MVY
ZWLJPÄJ OVY[PJ\S[\YHS HWWSPJH[PVUZ�
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XDVLPRQRFKURPDWLF /('V KDYH
SURYHQ D ERRQ IRU ERWDQLVWV LQ
WKDW WKH PROHFXODU JHQHWLFV RI

WKHVH UHVSRQVHV FDQ EH HOXFLGDWHG ZLWK
SUHFLVHO\�FRQWUROOHG 6SHFWUDO 3RZHU
'LVWULEXWLRQV �63'V�� ,Q WHUPV RI SKR�
WRSLJPHQWV� FU\SWRFKURPHV IRU H[DP�
SOH UHVSRQG WR EOXH OLJKW� ZKLOH SK\�
WRFKURPH UHVSRQGV WR WKH 5�)5 UDWLR
RI UHG �≈��� QP� WR IDU�UHG �≈��� QP�
OLJKW� 7KH SUREOHP LV WKDW ERWDQLVWV GR
QRW GHðQH ZKDW LV PHDQW E\ ìEOXH�ú
ìJUHHQ�ú ì\HOORZ�ú ìUHG�ú DQG ìIDU�UHGú
YLVLEOH OLJKW� ZKLOH XOWUDYLROHW UDGLDWLRQ
LV EURDGO\ GHðQHG DV 89�$ DQG 89�%�
&RQVHTXHQWO\� LW LV GLIðFXOW WR UHSOLFDWH
ODERUDWRU\ H[SHULPHQWV ZLWKRXW NQRZLQJ
WKH 63' RI WKH KRUWLFXOWXUDO OLJKW VRXUFH�

,QWURGXFWLRQ
>OLU [OL ÄYZ[ OPNO�WYLZZ\YL ZVKP\T �/7:�
SHTWZ ^LYL PU[YVK\JLK PU [OL SH[L � ��Z�
[OL` ^LYL X\PJRS` HKVW[LK I` JVTTLY�
JPHS NYLLUOV\ZL VWLYH[VYZ HZ H TLHUZ
VM WYV]PKPUN Z\WWSLTLU[HS LSLJ[YPJ SPNO[�
PUN� ;OPZ THKL P[ LJVUVTPJHSS` WVZZPISL
[V NYV^ ]LNL[HISLZ HUK ÅV^LYZ [OYV\NO�
V\[ [OL `LHY PU JVU[YVSSLK LU]PYVUTLU[Z�
;OL` OHK S\TPUV\Z LMÄJHJPLZ YHUNPUN MYVT
���¶��� ST�>� [OL` ^LYL H]HPSHISL PU ZPaLZ
YHUNPUN MYVT ���¶����>� HUK [OL` JV\SK
IL PUJVYWVYH[LK PU S\TPUHPYL OV\ZPUNZ KL�
ZPNULK [V ^P[OZ[HUK [OL OLH[ HUK O\TPKP[`
VM NYLLUOV\ZLZ�

6UL KPZHK]HU[HNL VM /7: SHTWZ PZ [OL`

WYVK\JL TVZ[S` `LSSV^ SPNO[ ^P[O Ä_LK ZWLJ�
[YHS WV^LY KPZ[YPI\[PVUZ �:7+Z�� ;OPZ PZ UV[
WHY[PJ\SHYS` PTWVY[HU[ MVY WSHU[ WOV[VZ`U�
[OLZPZ� HZ TVZ[ WSHU[Z JHU [HRL HK]HU[HNL
VM VW[PJHS YHKPH[PVU ^P[OPU [OL ZWLJ[YHS YHUNL
VM ���¶��� UT� /VY[PJ\S[\YHSPZ[Z VM[LU YLMLY
[V [OL ¸4J*YLL J\Y]L�¹ ^OPJO WSV[Z H]LYHNL
WOV[VZ`U[OLZPZ LMÄJPLUJ` ]LYZ\Z ^H]L�
SLUN[O MVY H ]HYPL[` VM ÄLSK�NYV^U JYVWZ B�D�
(Z ZOV^U PU )LJXUH �� [OL ZWLJ[YHS V\[�
W\[ VM /7: SHTWZ PZ ULHY [OL WLHR VM [OL
4J*YLL J\Y]L�

-PN\YL �! ;̀ WPJHS /7: SHTW ZWLJ[YHS WV^LY
KPZ[YPI\[PVU ]LYZ\Z 4J*YLL J\Y]L B�D

;OL WYVISLT PZ [OH[ ^OPSL [OL `LSSV^ SPNO[ VM
/7: SHTWZ TH` IL NVVK MVY WOV[VZ`U[OL�
ZPZ� WSHU[Z OH]L H ^PKL YHUNL VM WOV[VWPN�
TLU[Z [OH[ YLZWVUK [V VW[PJHS YHKPH[PVU
MYVT ���¶��� UT �VM[LU YLMLYYLK [V HZ WOV�
[VIPVSVNPJHSS` HJ[P]L YHKPH[PVU�¹ VY 7)(9��

;OL YLZWVUZLZ [V VW[PJHS YHKPH[PVU PUJS\KL!

� 7OV[VTVYWOVNLULZPZ ¶ HU` JOHUNL PU
[OL TVYWOVSVN` �P�L�� ZOHWL� VY JVTWVZP�
[PVU VM H WSHU[ VY P[Z JVTWVULU[Z [OH[ PZ
PUK\JLK I` VW[PJHS YHKPH[PVU L_WVZ\YL�

� 7OV[VWLYPVKPZT ¶ YLZWVUZL VM H WSHU[ [V

KHPS` �JPYJHKPHU� VY ZLHZVUHS �JPYJHUU\HS�
JOHUNLZ PU VW[PJHS YHKPH[PVU L_WVZ\YL�

� 7OV[VZ`U[OLZPZ ¶ JVU]LYZPVU VM ¸WOV�
[VZ`U[OL[PJHSS` HJ[P]L YHKPH[PVU¹ �7(9�
PU[V JOLTPJHS LULYN` Z[VYLK HZ JHYIVO`�
KYH[LZ [V M\LS WSHU[ HJ[P]P[PLZ�

� 7OV[V[YVWPZT ¶ HU` ZLSM�HJ[\H[LK JOHUNL
PU [OL VYPLU[H[PVU VM H WSHU[ VY P[Z JVT�
WVULU[Z [V^HYKZ VY H^H` MYVT VW[PJHS
YHKPH[PVU�

� :LJVUKHY` TL[HIVSP[L WYVK\J[PVU ¶ VY�
NHUPJ JVTWV\UKZ UV[ KPYLJ[S` PU]VS]LK
PU WSHU[ NYV^[O� KL]LSVWTLU[� VY YLWYV�
K\J[PVU� PUJS\KPUN JVTWV\UKZ \ZLK
HZ TLKPJPULZ� ÅH]VYPUNZ� WPNTLU[Z HUK
KY\NZ�

� :OHKL H]VPKHUJL ¶ H ZL[ VM YLZWVUZLZ [V
ILPUN ZOHKLK I` V[OLY WSHU[Z� PUJS\KPUN
JOHUNLZ PU TVYWOVSVN �̀ ÅV^LYPUN [PTLZ�
HUK HSSVJH[PVU VM YLZV\YJLZ�

>OPSL THU` VM [OLZL YLZWVUZLZ OH]L ILLU
RUV^U VY Z\ZWLJ[LK MVY KLJHKLZ� P[ ^HZ
KPMÄJ\S[ MVY IV[HUPZ[Z [V Z[\K` [OLT PU [OL
SHIVYH[VY` ^P[OV\[ Z\P[HISL SPNO[ ZV\YJLZ�
;OPZ JOHUNLK� OV^L]LY� ^P[O [OL PU[YVK\J�
[PVU VM OVY[PJ\S[\YHS S\TPUHPYLZ ^P[O OPNO�Å\_
X\HZPTVUVJOYVTH[PJ SPNO[�LTP[[PUN KPVKLZ
�3,+Z�� :VTL^OH[ ZLYLUKPWP[V\ZS �̀ [OL
HIZVYW[PVU ZWLJ[YH VM JOSVYVWO`SS ( HUK )
OH]L WLHRZ [OH[ JVYYLZWVUK ^P[O [OVZL VM
≈��� UT 0U.H5 HUK ≈��� UT (S0U.H7
3,+Z �)LJXUH ��� ;VKH �̀ [OL WOV[VU LMÄ�
JHJ` �TLHZ\YLK PU TPJYVTVSLZ VM 7(9 WOV�
[VUZ WLY 1V\SL YH[OLY [OHU S\TLUZ� VM 3,+
TVK\SLZ PZ [`WPJHSS` NYLH[LY [OHU LX\P]HSLU[
�����^H[[ /7: SHTWZ�
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���¶��� UT 9LK *OSVYVWO`SSZ�

7O`[VJOYVTLZ
7OV[VZ`U[OLZPZ�

7OV[VTVYWOVNLULZPZ�
:LJVUKHY` TL[HIVSPZT�

:OHKL H]VPKHUJL�
7OV[VWLYPVKPZT
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;HISL �! 7SHU[ YLZWVUZLZ [V VW[PJHS YHKPH[PVU

-PN\YL �! *OSVYVWO`SS HUK β�JHYV[LUL HIZVYW[PVU ZWLJ[YH

-PN\YL �! 7O`[VJOYVTL HIZVYW[PVU ZWLJ[YH
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>OPSL JVTTLYJPHSS` H]HPSHISL OVY[PJ\S[\YHS
S\TPUHPYLZ ^P[O IS\L HUK YLK 3,+Z �WYV�
K\JPUN ZV�JHSSLK ¸IS\YWSL¹ SPNO[� HYL UV^
Z\JJLZZM\SS` JVTWL[PUN ^P[O [YHKP[PVUHS /7:
S\TPUHPYLZ� IV[HUPZ[Z» H[[LU[PVU OHZ [\YULK
[V [OL JHWHIPSP[PLZ VM T\S[PJOHUULS 3,+ S\�
TPUHPYLZ ^P[O JVU[YVSSHISL :7+Z� 6]LY ���
HJHKLTPJ Z[\KPLZ V]LY [OL WHZ[ KLJHKL
OH]L PU]LZ[PNH[LK [OL LMMLJ[Z VM KPMMLYLU[
^H]LSLUN[O YHUNLZ VU WSHU[Z HUK [OLPY HI�
ZVYW[PVU I` WOV[VWPNTLU[Z �7DEOH ���

;OL WYVISLT PZ [OH[ ^OPSL <=�( HUK <=�
) HYL MVYTHSS` KLÄULK PU [OL ZJPLU[PÄJ
SP[LYH[\YL B�D [OL ]PZPISL JVSVY UHTLZ HYL
JVSSVX\PHS HUK IHZLK VU O\THU ]PZ\HS YL�
ZWVUZLZ� ;OL [P[SL VM VUL WHWLY PU WHY[PJ\SHY
PSS\Z[YH[LZ [OPZ PZZ\L! ¸.YLLU 3PNO[ +YP]LZ
3LHM 7OV[VZ`U[OLZPZ 4VYL ,MÄJPLU[S` [OHU
9LK 3PNO[ PU :[YVUN >OP[L 3PNO[! 9L]PZP[PUN
[OL ,UPNTH[PJ 8\LZ[PVU VM >O` 3LH]LZ HYL
.YLLU¹ B�D -VY HU`VUL PU[LYLZ[LK PU LP[OLY
YLWSPJH[PUN [OL L_WLYPTLU[Z VY L_[YHWVSH[PUN
[OLPY YLZ\S[Z� ^OH[ HYL ¸NYLLU�¹ ¸YLK�¹ HUK
¸^OP[L¹ SPNO[&

;OL JVSVY UHTL ¸MHY�YLK�¹ ^OPJO YLMLYZ [V
[OL ZWLJ[YHS YHUNL VM ���¶��� UT� PZ MVY�
THSS` KLÄULK PU [LYTZ VM OVY[PJ\S[\YL B�D� 0[
PZ PTWVY[HU[ PU [LYTZ VM ZOHKL H]VPKHUJL
HUK WOV[VWLYPVKPZT� ^OLYL WSHU[Z YLS` VU
[^V PZVMVYTZ VM WO`[VJOYVTL [V KL[LJ[ [OL
YH[PV VM YLK [V MHY�YLK �9!-9� VW[PJHS YHKPH�
[PVU B�D� I\[ [OLYL PZ UV LX\P]HSLU[ KLÄUP[PVU
VM ¸YLK¹ �)LJXUH ���

3\TPUHPYL THU\MHJ[\YLYZ HYL UV^ VMMLYPUN
WYVK\J[Z ^P[O ��� UT YLK HUK ��� UT MHY�
YLK 3,+Z [V PUK\JL VY KLSH` ÅV^LYPUN PU
VYUHTLU[HS WSHU[Z B�D� I\[ THU` WYL]PV\Z
OVY[PJ\S[\YHS Z[\KPLZ OH]L YLSPLK VU KH`SPNO[
HSVUL VY KH`SPNO[ HUK PUJHUKLZJLU[ SHTWZ
[V L_WSVYL [OL LMMLJ[Z VM ]HY`PUN 9!-9�
/V^ ZOV\SK [OLZL Z[\KPLZ IL PU[LYWYL[LK
PU [LYTZ VM TVKLYU OVY[PJ\S[\YHS SPNO[PUN
WYHJ[PJLZ ^P[O 3,+�IHZLK S\TPUHPYLZ&

&KDUDFWHUL]LQJ 63'V

/VY[PJ\S[\YHS YLZLHYJOLYZ OH]L YLJVNUPaLK
[OH[ [OL \ZL VM JVSSVX\PHS JVSVY UHTLZ PZ H
WYVISLT� 4HU` WHWLYZ KLZJYPIL [OLPY L_�
WLYPTLU[HS TL[OVKZ PU KL[HPS� PUJS\KPUN SPNO[
ZV\YJL :7+ WSV[Z� UHTLZ VM ZWLJPÄJ S\TP�
UHPYL WYVK\J[Z� HUK VJJHZPVUHSS` [HI\SH[LK
:7+Z� ;OPZ Z[PSS SLH]LZ VWLU� OV^L]LY� [OL
WYVISLT VM PU[LYWYL[PUN [OL YLZ\S[Z PU [LYTZ
VM V[OLY VW[PJHS YHKPH[PVU ZV\YJLZ ^P[O ZPT�
PSHY :7+Z� 6UL WYVWVZLK WYVK\J[ SHILS
MVY OVY[PJ\S[\YHS SPNO[ ZV\YJLZ PZ ZOV^U PU
)LJXUH � B�D�

)` H]VPKPUN [OL \ZL VM JVSVY UHTLZ� [OPZ
WYVWVZHS LSPTPUH[LZ HU` KLWLUKLUJL VU
[OL O\THU ]PZ\HS Z`Z[LT� /V^L]LY� [OL



-PN\YL �! ,MMLJ[ VM .YLLU 3PNO[ >H]LSLUN[O HUK 0U[LUZP[` VU 7OV[VTVYWOVNLULZPZ HUK 7OV[VZ`U[OLZPZ PU 3HJ[\JH ZH[P]H �0THNL *YLKP[! 1VORHU� 4� L[ HS� ������ B�D�
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HYIP[YHY` ZLWHYH[PVU VM [OL 7)(9 ZWLJ[YHS
YHUNL PU[V ��� UT ^PKL IHUKZ PNUVYLZ [OL
KPZ[PUJ[ YLZWVUZLZ VM WSHU[Z [V <=�( HUK
<=�) YHKPH[PVU� HUK HSZV [OL YLZWVUZL VM
WSHU[Z [V UHYYV^LY JOHUNLZ PU ^H]LSLUN[O�

-PN\YL �! 7YVWVZLK 7YVK\J[ 3HILS MVY ,SLJ[YPJ
3HTWZ <ZLK PU [OL 7SHU[ :JPLUJLZ �0THNL *YLKP[!
)V[O� (��1�� L[ HS� ���� B�D�

-VY L_HTWSL� 1VORHU L[ HS� B�D WYV]PKL HU
L_HTWSL ^OLYLPU [OL NYV^[O VM SL[[\JL \U�
KLY X\HZPTVUVJOYVTH[PJ YHKPH[PVU MYVT
¸NYLLU¹ 3,+Z ^P[O JLU[LY ^H]LSLUN[OZ
VM ��� UT� ��� UT� HUK ��� UT ]HYPLZ

THYRLKS` KLWLUKPUN VU [OL JLU[LY ^H]L�
SLUN[O MVY [OL ZHTL WOV[VZ`U[OL[PJ WOV[VU
Å\_ KLUZP[` �)LJXUH ���

;OL ZWLJ[YHS HIZVYW[HUJL JOHYHJ[LYPZ�
[PJZ VM [OL WYPTHY` WSHU[ WOV[VWPNTLU[Z
JOSVYVWO`SS ( HUK )� β�JHYV[LUL� HUK WO`�
[VJOYVTL �)LJXUH �� Z\NNLZ[ [OH[ [OLPY HI�
ZVYW[HUJLZ ]HY` ]LY` YHWPKS` ^P[O JOHUNLZ
PU ^H]LSLUN[O� /V^L]LY� [OLZL KH[H YLWYL�
ZLU[ [OL ZWLJ[YHS HIZVYW[HUJL VM [OL WPN�
TLU[ L_[YHJ[Z KPZZVS]LK PU ZVS]LU[Z �P�L�� PU
]P[YV�� (Z ZOV^U I` 4VZZ HUK 3L^PZ B D� H
JVTIPUH[PVU VM [OL Z[Y\J[\YHS JVTWSL_P[` VM
[OL SLH]LZ� ZJYLLUPUN I` V[OLY WOV[VWPN�
TLU[Z� HUK [OL WYLZLUJL VM HJJLZZVY`
WOV[VWPNTLU[Z OH]L [OL LMMLJ[ VM IYVHKLU�
PUN [OL ZWLJ[YHS HIZVYW[HUJL JOHYHJ[LYPZ[PJZ
VM [OL WOV[VWPNTLU[Z PU ]P]V� :[\KPLZ Z\JO
HZ [OVZL VM 4J*YLL B�D OH]L ZOV^U [OH[ PU
NLULYHS� WSHU[Z HYL YLHZVUHIS` [VSLYHU[ VM
ZTHSS JOHUNLZ PU [OL JLU[LY ^H]LSLUN[OZ
VM X\HZPTVUVJOYVTH[PJ YHKPH[PVU� �1VORHU
L[ HS� ���� B�D ^HZ SPRLS` HU L_JLW[PVU PU
[OH[ WOV[VZ`U[OLZPZ WYVIHIS` VJJ\YYLK
K\L [V β�JHYV[LUL YH[OLY [OHU JOSVYVWO`SS
(�)� ^P[O SVUNLY ^H]LSLUN[OZ VM NYLLU SPNO[
ILPUN PUJHWHISL VM L_JP[PUN [OPZ WOV[VWPN�
TLU[��

0U ]PL^ VM [OPZ HUK V[OLY Z[\KPLZ� P[ PZ JSLHY
[OH[ HU` H[[LTW[ [V JOHYHJ[LYPaL [OL :7+Z
VM OVY[PJ\S[\YHS S\TPUHPYLZ ULLKZ [V [HRL
PU[V JVUZPKLYH[PVU [OL YLZWVUZLZ VM WSHU[Z
[V JOHUNLZ PU JLU[LY ^H]LSLUN[O VM X\HZP�
TVUVJOYVTH[PJ SPNO[ ZV\YJLZ� HUK TVYL
NLULYHSS` [V OVY[PJ\S[\YHS S\TPUHPYLZ ^P[O

IV[O X\HZPTVUVJOYVTH[PJ HUK IYVHKIHUK
YHKPH[PVU ZV\YJLZ�

0U YLSH[PVU [V [OPZ� 4HSVUL` B��D KPZJ\ZZLZ
[OL WO`ZPJHS IHZPZ VM ZWLJ[YHS YLÅLJ[HUJL
KPZ[YPI\[PVUZ MYVT UH[\YHS VIQLJ[Z� PUJS\KPUN
VYNHUPJ TH[LYPHSZ� ;OLZL KPZ[YPI\[PVUZ HYL
IHUK�SPTP[LK I` TVSLJ\SHY PU[LYHJ[PVUZ HUK
Z\WLYPTWVZLK ]PIYH[PVUHS HUK YV[H[PVUHS
WH[[LYUZ� ^P[O [OL YLZ\S[ [OH[ [OL U\TILY
VM WHYHTL[LYZ ULLKLK [V HKLX\H[LS` YLW�
YLZLU[ ZWLJ[YHS YLÅLJ[HUJL KPZ[YPI\[PVUZ
PU ]PZPISL SPNO[ �P�L�� ���¶��� UT� PZ Ä]L [V
ZL]LU� >LZ[SHUK L[ HS� B��D JHTL [V H ZPT�
PSHY JVUJS\ZPVU IHZLK VU Z[H[PZ[PJHS Z[\K�
PLZ VM YLÅLJ[HUJL ZWLJ[YH� UV[PUN [OH[ [OL
ZWLJ[YHS YLÅLJ[HUJL KPZ[YPI\[PVUZ VM TVZ[
UH[\YHS Z\YMHJLZ MVYT H ZL[ VM IHUK�SPTP[LK
M\UJ[PVUZ ^P[O H MYLX\LUJ` SPTP[ VM HWWYV_�
PTH[LS` ���� J`JSLZ WLY UT� ;OPZ PTWSPLZ
[OH[ [OL ]PZPISL SPNO[ YLÅLJ[HUJL ZWLJ[YH
JHU IL HKLX\H[LS` YLWYLZLU[LK \ZPUN ZP_ [V
[^LS]L IHZPZ M\UJ[PVUZ B��D�

( ZTHSS U\TILY VM YHKPHS IHZPZ M\UJ[PVUZ
B��D JHU [OLYLMVYL IL \ZLK [V HWWYV_PTH[L
H YLHS�]HS\LK M\UJ[PVU �Z\JO HZ HU :7+�
HZ H ^LPNO[LK Z\T VM [OL IHZPZ M\UJ[PVUZ�
(Z HU L_HTWSL� [OL ZL[ VM .H\ZZPHU M\UJ�
[PVUZ JHU IL \ZLK [V HWWYV_PTH[L HU` :7+
MYVT ���¶��� UT� ^OLYL [OL M\UJ[PVUZ HYL
ZLWHYH[LK I` �� UT �)LJXUH ��!
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ϕ(r, xi) = e−((r−xi)/ε)
2

���

^OLYL

ε =
√

− SU(1/
√
2) = 21.233

xi = 350 + 25i MVY i = 0, . . . , 18

-PN\YL �! :\T VM .H\ZZPHU YHKPHS IHZPZ M\UJ[PVUZ
WYV]PKL ÅH[ ZWLJ[YHS ZLUZVY YLZWVUZL

(U HK]HU[HNL VM [OPZ TL[OVK PZ [OH[ [OL ZL[
VM IHZPZ M\UJ[PVU ^LPNO[Z PZ T\JO ZTHSSLY
[OHU [OL ZL[ VM LU\TLYH[LK ]HS\LZ MVY H
TLHZ\YLK :7+� 9H[OLY [OHU YLMLYYPUN [V
¸YLK�¹ ¸NYLLU�¹ ¸IS\L�¹ VY ¸^OP[L¹ SPNO[� OVY�
[PJ\S[\YHSPZ[Z JHU Z[H[L [OL ]HS\LZ VM H ZL[ VM
IHZPZ M\UJ[PVU ^LPNO[Z� 4VYLV]LY� H \ZLM\S
HWWYV_PTH[PVU VM [OL VYPNPUHS :7+ ZPNUPM�
PJHU[ [V [OL ULLKZ VM OVY[PJ\S[\YHS SPNO[PUN
JHU IL YLJVUZ[Y\J[LK MYVT [OLZL ^LPNO[Z�

(Z HU L_HTWSL� )LJXUH � ZOV^Z �� YHKPHS
IHZPZ M\UJ[PVUZ V]LY [OL ]PZPISL SPNO[ YHUNL
VM ���¶��� UT [OH[ HYL LHJO T\S[PWSPLK VU
H WLY�^H]LSLUN[O IHZPZ I` [OL :7+ VM H
����2 ^OP[L SPNO[ 3,+ [V `PLSK [OL IHZPZ
M\UJ[PVU ^LPNO[Z�

-PN\YL �! 9HKPHS IHZPZ M\UJ[PVU ^LPNO[Z MVY H
����2 ^OP[L 3,+ :7+

)LJXUH � ZOV^Z H YLJVUZ[Y\J[PVU VM [OL
3,+ :7+ \ZPUN H J\IPJ ZWSPUL J\Y]L ^P[O
[OL ^LPNO[Z HZ RUV[Z� ;OL YLJVUZ[Y\J[PVU PZ
JSLHYS` KPMMLYLU[ MYVT [OL VYPNPUHS :7+� I\[
PU [LYTZ VM WYLKPJ[PUN WSHU[ YLZWVUZLZ� P[ PZ
SPRLS` HKLX\H[L�

-PN\YL �! :WSPUL YLJVUZ[Y\J[PVU VM ����2 ^OP[L
3,+ :7+ MYVT YHKPHS IHZPZ M\UJ[PVU ^LPNO[Z

+RUWLFXOWXUDO 6SHFWUDO
6HQVRU
9LMLYYPUN [V )LJXUH �� LHJO IHZPZ M\UJ[PVU
JHU IL ZLLU HZ [OL YLZWVUZP]P[` VM H YHKPHU[
Å\_ TL[LY PU JVTIPUH[PVU ^P[O H .H\ZZPHU
IHUKWHZZ ÄS[LY ^P[O H JLU[LY ^H]LSLUN[O
VM _P� *VTIPUPUN [OL \U^LPNO[LK V\[W\[Z
VM [OL � ÄS[LYLK TL[LYZ YLZ\S[Z PU H ÅH[ YL�
ZWVUZL MYVT ���¶��� UT� 7YLZLU[LK ^P[O
HU HYIP[YHY` :7+� [OL ÄS[LYLK TL[LY V\[W\[Z
YLWYLZLU[ [OL HWWYVWYPH[L ^LPNO[PUN MVY [OL
IHZPZ M\UJ[PVUZ [V HWWYV_PTH[L [OL :7+�
4VYLV]LY� [OL HIZVS\[L ]HS\LZ VM [OL ÄS[LYLK
TL[LY V\[W\[Z JHU IL \ZLK [V LZ[PTH[L [OL
HIZVS\[L ZWLJ[YHS PYYHKPHUJL PUJPKLU[ VU
[OL TL[LYZ� MYVT ^OPJO JHU IL JHSJ\SH[LK
[OL HIZVS\[L PYYHKPHUJL PU ^H[[Z WLY ZX\HYL
TL[LY HUK [OL WOV[VZ`U[OL[PJ WOV[VU Å\_
KLUZP[` �77-+� PU TPJYVTVSLZ WLY ZX\HYL
TL[LY WLY ZLJVUK�

-PN\YL  ! :WLJ[YHS YLZWVUZP]P[` VM HTZ (:����
��JOHUULS ]PZPISL SPNO[ ZWLJ[YHS ZLUZVY

)LJXUH  ZOV^Z [OL ZWLJ[YHS YLZWVUZP]P�
[PLZ VM HU (:���� ��JOHUULS ]PZPISL SPNO[
ZWLJ[YHS ZLUZVY ^P[O H ZWLJ[YHS YHUNL VM
HWWYV_PTH[LS` ���¶��� UT� HZ THU\MHJ�
[\YLK I` HTZ (. VM 7YLTZ[HL[[LU� (\Z[YPH�
>OPSL [OL ZWLJ[YHS YLZWVUZP]P[PLZ HYL UV[
PKLHS .H\ZZPHU M\UJ[PVUZ� P[ PZ JSLHY [OH[ HU
PUZ[Y\TLU[ [V KPYLJ[S` TLHZ\YL YHKPHS IHZPZ
M\UJ[PVU ^LPNO[Z JHU IL MHIYPJH[LK \ZPUN
L_PZ[PUN [LJOUVSVN �̀

(U HK]HU[HNL VM [OPZ Z`Z[LT HUK TL[OVK
PU [LYTZ VM OVY[PJ\S[\YHS SPNO[ ZV\YJLZ PZ [OH[
[OL ZWLJ[YHS WV^LY KPZ[YPI\[PVUZ JHU IL
\UHTIPN\V\ZS` TLHZ\YLK HUK L_WYLZZLK
HZ H ZTHSS ZL[ VM U\TILYZ� YLNHYKSLZZ VM
[OL :7+ JVTWSL_P[ �̀ 0M [OL YLWYLZLU[H[PVUZ
VM [^V :7+Z HYL ZPTPSHY� [OL OVY[PJ\S[\Y�
HSPZ[ TH` IL HZZ\YLK [OH[ [OL` ^PSS SPRLS`
OH]L [OL ZHTL IPVSVNPJHS LMMLJ[ VU H WSHU[
ZWLJPLZ� (Z HU L_HTWSL� ^OP[L SPNO[ Å\VYLZ�
JLU[ SHTWZ [`WPJHSS` L_OPIP[ H JVTIPUH[PVU
VM JVU[PU\\T HUK SPUL ZWLJ[YH� ^OLYLHZ
^OP[L SPNO[ 3,+Z [`WPJHSS` L_OPIP[ H UHYYV^
WLHR LTPZZPVU ULHY ��� UT HUK H IYVHK
JVU[PU\\T MYVT [OL ISLUKZ VM NYLLU� HUK
YLK�LTP[[PUN WOVZWOVYZ �)LJXUH ��� 9L�
NHYKSLZZ� PM [OLPY ZL[Z VM YHKPHS IHZPZ M\UJ[PVU
^LPNO[Z HYL ZPTPSHY� [OL [^V SPNO[ ZV\YJLZ
TH` HSZV IL YLNHYKLK HZ ZPTPSHY ^P[O YL�
ZWLJ[ [V OVY[PJ\S[\YHS HWWSPJH[PVUZ�

)X]]\ /RJLF 63'
&ODVVLðHU
;OL \UHUZ^LYLK X\LZ[PVU PZ� ^OH[ KVLZ
¸ZPTPSHY¹ TLHU PU [OL JVU[L_[ VM JVTWHY�
PUN [^V VY TVYL :7+ YLWYLZLU[H[PVUZ&
>P[O �� [V � YHKPHS IHZPZ M\UJ[PVU ^LPNO[Z
HZ WHYHTL[LYZ� P[ ILJVTLZ PTWYHJ[PJHS [V
MVYT\SH[L H [HISL VM Y\SLZ MVY JVTWHYPZVU
W\YWVZLZ� ;OL ZVS\[PVU [V [OPZ WYVISLT PZ H
M\aa` SVNPJ JSHZZPÄLY�

-PN\YL ��! -\aa` ZL[ ^P[O Ä]L [YPHUN\SHY
TLTILYZOPW M\UJ[PVUZ

-\aa` SVNPJ PZ VM[LU ZLLU HZ H TH[OLTH[P�
JHS TLHUZ VM YLWYLZLU[PUN ]HN\LULZZ HUK
PTWYLJPZL PUMVYTH[PVU ^OLU THRPUN KLJP�
ZPVUZ� ^OLYL PUW\[ ZPNUHSZ HYL ¸M\aaPÄLK¹
I` THWWPUN [OLPY WYLJPZL ]HS\LZ [V H ZL[ VM
M\aa` TLTILYZOPW M\UJ[PVUZ� 9LMLYYPUN [V
)LJXUH �� HZ HU L_HTWSL� H YHKPHS IHZPZ
M\UJ[PVU ^P[O ^LPNO[ ���� OHZ TLTILY�
ZOPW ���� PU ¸OPNO¹ HUK TLTILYZOPW ���� PU
¸]LY` OPNO�¹ �;YPHUN\SHY TLTILYZOPW M\UJ�
[PVUZ HYL \ZLK PU [OPZ L_HTWSL� I\[ [YHWL�
aVPKHS HUK ZPNTVPK M\UJ[PVUZ TH` HSZV IL
\ZLK��

9LMLYYPUN [V )LJXUH �� [OL M\aaPÄJH[PVU VM
[OL ZL[ VM �� YHKPHS IHZPZ M\UJ[PVU ^LPNO[Z
YLZ\S[Z PU 7DEOH �!

;OL ZL[ VM U M\aaPÄLK ^LPNO[Z MVY H NP]LU
:7+ PZ [OLU Z\ITP[[LK [V H M\aa` PM�[OLU
Y\SL Z`Z[LT� .P]LU HU` [^V M\aaPÄLK ^LPNO[Z
x1 HUK x2 HZ PUW\[Z� H [`WPJHS M\aa` Y\SL ^PSS
IL!

IF x1 PZ SV^ AND x2 PZ OPNO THEN V\[�
W\[ JSHZZ PZ Y ^OLYL [OLYL HYL T\S[PWSL
V\[W\[ JSHZZLZ�

,HJO Y\SL JHSJ\SH[LZ a ¸]V[L¹ τ [OH[ PZ KL�
[LYTPULK I` KLNYLL VM TLTILYZOPW µ MVY
LHJO M\aaPÄLK ^LPNO[!

τ(x1, x2) = µSV^(x1) AND µOPNO(x2) ���

HUK ^OLYL [OL M\aa` AND VWLYH[VY PZ
PTWSLTLU[LK HZ [OL TPUPT\T VM [OL [^V
TLTILYZOPW ]HS\LZ� 6UJL HSS VM [OL Y\SLZ
OH]L ILLU WYVJLZZLK� [OLPY ]V[LZ HYL HN�
NYLNH[LK!

V\[W\[ JSHZZ = TH_(τi, (xj , xk)) ���

MVY HSS ]V[LZ�
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��� UT ���� ���� ���� ���� ���� ����
��� UT ���� ���� ���� ���� ���� ����
��� UT ���� ���� ���� ���� ���� ����
��� UT ���� ���� ���� ���� ���� ����
��� UT ��� ���� ���� ���� ���� ����
��� UT ���� ���� ���� ���� ���� ����
��� UT ���� ���� ���� ���� ���� ����
��� UT �� � ���� ���� ���� ���� �� �
��� UT ���� ���� ���� ���� ���� ����
��� UT ���� ���� ���� ���� ���� ����
��� UT ���� ���� ���� ���� ���� ����
��� UT ���� ���� ���� ���� ���� ����
��� UT ���� ���� ���� ���� ���� ����

;HISL �! -\aaPÄJH[PVU VM ����2 ^OP[L SPNO[ 3,+ :7+
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;OPZ PZ HYN\HIS` [OL ZPTWSLZ[ WVZZPISL PT�
WSLTLU[H[PVU VM H M\aa` SVNPJ JSHZZPÄLY�
;OLYL HYL V[OLY TL[OVKZ MVY JHSJ\SH[PUN
HUK HNNYLNH[PUN ]V[LZ [OH[ HYL SPRLS` IL[[LY
MVY [OL W\YWVZL� I\[ P[ PZ [OL WYPUJPWSL [OH[
PZ VM PU[LYLZ[� >OH[ H M\aa` SVNPJ JSHZZPÄLY
HJJVTWSPZOLZ PZ H MYHTL^VYR MVY YLWYLZLU[�
PUN L_WLY[ RUV^SLKNL VM [OL LMMLJ[ VM ZPTPSHY
I\[ KPMMLYLU[ :7+Z VU WSHU[ NYV^[O HUK
OLHS[O� [HRPUN PU[V JVUZPKLYH[PVU [OL WSHU[
ZWLJPLZ� WSHU[ NYV^[O Z[HNL� WSHU[ LU]PYVU�
TLU[HS JVUKP[PVUZ� HUK V[OLY WHYHTL[LYZ�
0U H ZLUZL� [OL M\aa` PM�[OLU Y\SLZ MVYTHS�
PaL ^OH[ PZ RUV^U HIV\[ WSHU[ YLZWVUZLZ
[V VW[PJHS YHKPH[PVU �7DEOH �� HUK JSHZZPM`
OVY[PJ\S[\YHS S\TPUHPYL :7+Z HJJVYKPUNS �̀

6XPPDU\

>OPSL SPNO[�LTP[[PUN KPVKLZ OH]L WYV]PKLK
IV[HUPZ[Z ^P[O [OL HIPSP[` [V NLULYH[L WYLJPZLS`�
JVU[YVSSLK :7+Z MVY [OLPY YLZLHYJO� [OL \ZL
VM JVSSVX\PHS JVSVY UHTLZ PU [OLPY W\ISPZOLK
WHWLYZ OHZ THKL P[ KPMÄJ\S[ [V PU[LYWYL[ HUK
Z\TTHYPaL [OLPY YLZLHYJO YLZ\S[Z MVY [OL
OVY[PJ\S[\YHS PUK\Z[Y �̀ ;OPZ WHWLY [OLYLMVYL
WYVWVZLZ [OL \ZL VM H ZTHSS U\TILY VM YH�
KPHS IHZPZ M\UJ[PVUZ [V YLWYLZLU[ :7+Z MVY
OVY[PJ\S[\YHS SPNO[PUN W\YWVZLZ� IHZLK VU
[OL VIZLY]H[PVU [OH[ [OL HIZVYW[PVU JOHYHJ�
[LYPZ[PJZ VM WOV[VWPNTLU[Z PU ]P]V SPTP[Z [OL
ULLK MVY TVYL KL[HPSLK :7+Z� ( WYVWVZHS
MVY H OVY[PJ\S[\YHS ZWLJ[YHS ZLUZVY [OH[ TLH�
Z\YLZ YHKPHS IHZPZ M\UJ[PVU ^LPNO[Z KPYLJ[S`
PZ HSZV PU[YVK\JLK�

-PUHSS �̀ H M\aa` SVNPJ JSHZZPÄLY PZ WYVWVZLK
HZ H TLHUZ VM YLWYLZLU[PUN L_WLY[ RUV^S�
LKNL NHPULK MYVT OVY[PJ\S[\YHS YLZLHYJO
\ZPUN M\aa` PM�[OLU Y\SLZ� [OLYLI` YLZVS]PUN
[OL WYVISLT VM KL[LYTPUPUN [OL ZPTPSHYP[` VM
[^V VY TVYL :7+Z MVY OVY[PJ\S[\YHS SPNO[PUN
W\YWVZLZ� "

5HIHUHQFHV

B�D 4J*YLL� 2� 1� � ��� ¸;OL (J[PVU :WLJ[Y\T� (IZVYW�
[HUJL HUK 8\HU[\T @PLSK VM 7OV[VZ`U[OLZPZ PU *YVW
7SHU[Z�¹ (NYPJ\S[\YHS 4L[LVYVSVN`  !� �����

B�D 0:6� ����� 0:6 �����!�����,�� :WHJL ,U]PYVUTLU[
�5H[\YHS HUK (Y[PÄJPHS ¶ 7YVJLZZ MVY +L[LYTPUPUN :VSHY
0YYHKPHUJLZ� .LUL]H� :^P[aLYSHUK! 0:6

B�D (:(),� ����� (5:0�(:(), :��� 1<3����� 8\HU�
[P[PLZ HUK <UP[Z VM ,SLJ[YVTHNUL[PJ 9HKPH[PVU MVY 7SHU[Z
�7OV[VZ`U[OL[PJ 6YNHUPZTZ�� :[� 1VZLWO� 40! (TLYP�
JHU :VJPL[` VM (NYPJ\S[\YHS HUK )PVSVNPJHS ,UNPULLYZ

B�D ;LYHZOPTH� 0�� L[ HS� ��� � ¸.YLLU 3PNO[ +YP]LZ 3LHM
7OV[VZ`U[OLZPZ 4VYL ,MÄJPLU[S` [OHU 9LK 3PNO[ PU
:[YVUN >OP[L 3PNO[! 9L]PZP[PUN [OL ,UPNTH[PJ 8\LZ[PVU
VM >O` 3LH]LZ HYL .YLLU�¹ 7SHU[ 
 *LSS 7O`ZPVSVN`
�����!����� �

B�D :HNLY� 1� *�� L[ HS� � ��� ¸7OV[VZ`U[OL[PJ ,MÄJPLUJ`
HUK 7O`[VJOYVTL ,X\PSPIYPH +L[LYTPUH[PVU <ZPUN
:WLJ[YHS +H[H�¹ ;YHUZ� (:(), �����!�������� 

B�D *YHPN� +� :�� HUK ,� :� 9\URSL� ����� ¸( 4VKLY�
H[L [V /PNO 9LK [V -HY�YLK 3PNO[ 9H[PV MYVT 3PNO[�
,TP[[PUN +PVKLZ *VU[YVSZ -SV^LYPUN VM :OVY[�+H`
7SHU[Z�¹ 1� (TLYPJHU :VJPL[` MVY /VY[PJ\S[\YHS :JPLUJL
������!�������2\LOUP� 9� .� ����� *VSVY :WHJL HUK
P[Z +P]PZPVUZ� /VIVRLU� 51! 1VOU >PSL` 
 :VUZ

B�D )V[O� (��1�� L[ HS� ����� ¸7YVWVZLK 7YVK\J[ 3HILS
MVY ,SLJ[YPJ 3HTWZ <ZLK PU [OL 7SHU[ :JPLUJLZ�¹
/VY[;LJOUVSVN` �����!������ 
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